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Description du sujet :  

 
Version Française 

 
Une méthode de calcul de type différences finies a été introduite dans [2,3,4]. Cette méthode utilise la 

grille sphérique appelée Cubed Sphere, qui est composée de six cartes locales de type cartésien, 

correspondant aux six faces d'un cube.  Cette grille est couramment utilisée pour des méthodes 

numériques sur la sphère [1]. Le principe de la méthode numérique considérée est d'utiliser des 

opérateurs aux différences compacts.  Cela est rendu possible par la structure quasi-cartésienne de la 

grille. On peut ainsi obtenir des approximations de très haute précision aux points de grille comme dans 

un code de calcul Hermitien sur un rectangle. Tous les calculs se ramènent à des évaluations de 

dérivées Hermitiennes en contexte périodique. Cette circonstance rend ce contexte de calcul attractif 

pour le calcul hautes performances. On obtient de la sorte une alternative au calcul pseudospectral 

discret habituel sur la grille longitude-latitude (lon-lat). La grille Cubed Sphere permet entre autres 

d’éviter le problème au pole de la grille lon-lat. 

Dans la thèse de M. Brachet [5], l’étude du schéma en question a été approfondie dans plusieurs 

directions : 

• Définition d’opérateurs différentiels discrets sur la sphère : gradient, divergence, rotationnel.  

• Etude des propriétés de conservation de ces opérateurs. 

• Stabilité du schéma proposé en version semi-discrète et totalement discrète. 

• Simulation des équations LSWE et SW non linéaires en grand temps physique. 

• Etude de cas test pour la climatologie et l’océanographie. 

 

Le but de la thèse proposée est la poursuite des travaux engagés dans les directions suivantes : 
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• Algorithmes en calcul scientifique sur la Cubed Sphere. 

Dans les travaux précédents, un problème est l’absence de solveur rapide. Un premier thème de 

recherche est d’obtenir un algorithme rapide pour des opérateurs de dérivation discrets. On vise des 

grilles de grande taille : N=1024, 2048, 4096, 8192. Cette dernière grille correspond à 400 millions de 

noeuds sur la sphère terrestre avec une résolution d’un kilomètre à l’équateur. Le principe de base de 

l’algorithme envisagé est de prédire un gradient d’interface sur les frontières de chaque panel. Pour 

cette prédiction, on pourra considérer par exemple l’utilisation de développements de Taylor, 

l’utilisation d’une interpolation ou d’une approximation par des harmoniques sphériques. On pourra 

aussi utiliser des méthodes de moindres carrés locales. Une fois cette prédiction effectuée, un calcul sur 

chaque panel de type dérivée première, seconde, 3eme, etc. pourra être envisagée par une méthode de 

type FFT. On tirera ainsi parti de la structure quasi-cartésienne de la grille. Des applications de ce 

calcul rapide pourront être : 

1. Résolution d’équations elliptiques sur la sphère de type Laplace ou biharmonique. 

2. Résolution d’équations d’ondes sur la sphère. En particulier, équations d’onde de type SW 

provenant de la climatologie ou de l’océanographie. Equations de type élastique. 

3. Résolution d’équations sur la sphère avec des schémas implicites d’ordre élevé. Dans ces 

schémas la vitesse de résolution des étapes implicites en espace joue un rôle essentiel 

4. L’étude théorique pourra considérer la conservativité numérique des schémas obtenus. Un bilan 

sur l’existence/unicité des équations SW et LSW sera également à considérer. 

 

• Définition d’opérateurs discrets de dérivation par apprentissage 

On examinera la faisabilité de la construction d’opérateurs de dérivation discrets par apprentissage.  

Des opérateurs pour les dérivées d’ordre 1,2,3,… seront définis à partir d’une stratégie de réseaux de 

neurones. La définition de la base d’apprentissage sera obtenue à partir de méthodes numériques de 

type harmoniques sphériques [10]. 

 

• Equations pour l’atmosphère et l’océan. 

Les outils développés précédemment permettent de résoudre sur des grilles fines des équations de 

propagation d’onde de type SW. Un autre type d’équation est l’équation de Munk-Stommel pour les 

bassins océaniques. Il s’agit d’une équation de type biharmonique comportant une couche limite sur la 

partie ouest du bassin. Ce problème est multi échelle, car la couche limite est à une échelle nettement 

plus petite qu’une maille, même avec une grille très fine. Il est donc nécessaire d’utiliser un mécanisme 

de sous résolution locale dans la couche limite. Les différentes stratégies de conception de schéma, 

(SAT, transmission entre domaines) et d’algorithmes de résolution seront envisagés, le tout dans un 

cadre différences finies. Dans un second temps, on envisagera le cas de géométries complexes (océan 

avec côtes) par des schémas de type cartésien avec pénalisation.  

On considérera les points suivants : 

• Reprise de cas tests pour les ondes linéaires sur la sphère avec nouveaux schémas rapides. 

Ordre 4 en espace et en temps sur grille fine sur PC de bureau. 

• Equations de Munk-Stommel dans différentes configurations. Analyse théorique sur des cas 

simples. Définition de schémas aux différences adaptés. 

• Comparaison approche conservative et non-conservative. 

• Méthodologie SPB/SAT sur la grille Cubed Sphere. 

 
Des relations avec la communauté de la climatologie et de l’océanographie numérique sont prévues. En 

particulier, le(la) candidat(e) participera au workshop PDE’s on the sphere, qui se tient une fois tous les 

deux ans. Les problèmes d’actualité sur les codes de calcul 3D en climatologie /océanographie y sont 

évoqués.   Les travaux seront présentés à cette occasion. 



 
Thesis subject 

 
English Version 

 

A finite difference scheme for problems on the sphere has been introduced and studied in [2,3,4]. This 

method is based on the Cubed-Sphere [1], a quasi-Cartesian grid composed of six panels matching the 

faces of a cube. Cubed Sphere grids are used by many researchers for mathematical modeling in 

climatology in various contexts. The main idea  relies on compact discrete differential operators on the 

Cubed Sphere. This is obtained using the quasi-Cartesian structure of the grid.  High order accuracy is 

obtained as in the case of a flat rectangle. In the spherical context all the calculations consist of periodic 

tridiagonal systems along great circles. This can be done efficiently at an O(N) cost. In a recent PhD 

thesis (M. Brachet, [5]), the following studies have been performed: 

• Definition of the discrete spherical operator’s gradient, divergence, curl. These operators are 

required to approximate convection problems on the sphere. 

• Study of the conservative properties of these operators. 

• Stability analysis of the scheme in semi-discrete and fully discrete form. 

• Numerical simulation of the LSWE and SW equations in large physical time. 

• Study of test cases in climatology. 

 

The main goals of the present thesis project are as follows. 

 

• Algorithms on the Cubed Sphere grid in scientific computing 

The first topic consists in fast algorithms for derivation operators. Large scale grids considered could 

reach an accuracy of 1km at the equator on the spherical earth. The principle is to predict an interface 

gradient at the panel’s boundaries. For this, Taylor expansions is a first option. Other possibilities are to 

consider a local interpolation procedure or an interpolation by spherical harmonics. Local least squares 

approximations can also be considered. Once this interface data is known, interpolated derivatives of 

order 1,2,3,4 can be obtained on each panel. An associated fast solver can be then considered, taking 

advantage of the Quasi Cartesian structure of the grid. Applications are: 

1. Elliptic PDEs resolution on the sphere. E.g. Laplace or Biharmonic equations. 

2. Resolution of wave problems. SW waves originating from climatology problems will be 

considered. 

3. Resolution of problems stemming from high order implicit schemes. In these schemes, fast 

computing of implicit steps in space plays an essential role. 

4. The theoretical study of the conservativity of the numerical schemes is an objective of the 

thesis. 

 

• Definition of dicrete operators by machine learning 

The feasibility of constructing discrete derivative operators by machine learning will be evaluated. 

Discrete differential operators of order 1,2,3,4,5 will be defined using neural networks. The definition 

of the learning basis will be obtained using spherical harmonics. 

 

• Climatology and oceanography equations 

In this part, the Munk Stommel equations for oceanic basins on the sphere will be considered. This 

equation is a biharmonic equation with a multiscale aspect. This problem contains a large-scale vortex 

inside the basin and a sharp boundary layer along the west coast of the basin. It is impossible to capture 

the BL with a single grid since it is contained within one single cell (on the left). Thus, a subresolution 



mechanism must be set up.  The following points will be topics of interest.  

• Standard test cases for linear waves on the sphere with new fast solvers. Study of the accuracy 

of the new schemes. 

• Munk-Stommel equations on a spherical cap.  

• Comparison of conservative and non-conservative approaches. 

• Investigation of SPB/SAT methodology on the Cubed Sphere for compact schemes. 

 

The participation to the workshop PDE’s on the sphere (every two years) will be part of the work. 
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